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  جذب  يندهايفرا هايايزوترم هايثابت ميمستق نييتع يبرا يروش ارائه

  يتجرب جيآن با نتا يابيو ارز
   

   ،*1 علي نعمت اله زاده
  

  ، ايرانلياردب ،يليدانشگاه محقق اردب ،يمهندس يدانشكده فن ،يميش يگروه مهندس. 1
  

 چكيده   مشخصات مقاله

  تاريخچه مقاله:
  94 يد 8 :دريافت

  95مرداد  1 :دريافت پس از اصلاح
 95 وريشهر 15 :پذيرش نهايي

ترم غيرخطي، مثل وايز هايمدلرفتار جذبي اغلب فرايندهاي جذب ناپيوسته با 
كريگان و ديگر معادلات -پرازنيتز، سيپس، كبله-پيترسون، رادكه-ردليش ايزوترم

مرسوم  هايروشبايست از مي هامدلشود. براي تعيين ضرايب اين مشابه بيان مي
به لحاظ حساسيت اين  معمولاًمبتني بر سعي و خطا استفاده شود كه  سازيبهينه
. بنابراين در مقاله هستند بريزمان هاي، روششدهانتخابي ها به حدس اوليهروش

غيرخطي فرايندهاي جذب، روشي مستقيم و  هايمدلحاضر براي تعيين پارامترهاي 
است. در اين روش، نخست رابطه تفاضلي  شدهارائهبدون نياز به سعي و خطا 

از  مستقيماً  موردنظرآمده، و سپس پارامتر تواني مدل  به دستجذب  هايايزوترم
شود. در ادامه با داشتن پارامتر تواني، ساير اين رابطه تعيين مي مبدأروي عرض از 

نمودار خطي تغييرات ظرفيت جذب  مبدأاز روي شيب و عرض از  ايزوترمضرايب اين 
شده با اصلاحسولفوني ارزيابي اين روش جاذب پلي منظوربهآيد. مي به دستو غلظت 
مختلف بر روي نتايج  هايايزوترمو  شدهساخته) VIآمين براي جذب كروم (كتكول 

جذب برازش شدند. در تعيين پارامتر تواني، خطاي نسبي اين روش در مقايسه با 
  روش سعي و خطا كمتر از يك درصد تعيين شد.

  
  

 حقوق ناشر محفوظ است.
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  مقدمه -1
هاي از محلول موردنظرو يا جداسازي مواد  سازيخالص

و اهميت خاص بوده است. در  موردتوجهمايع و يا گاز همواره 
هاي طبيعي و يا سنتزي، هر فرايند جداسازي مبتني بر جاذب

ي مكانيسم جذب، ظرفيت جاذب، خواص سطحي براي مطالعه
جهت انتخاب  هاجاذبجاذب و مقايسه كارايي انواع 

مختلف جذب مثل  هايايزوترمجاذب؛ همواره از  ترينمناسب
-، رادكه3پيترسون-، ردليش2، فروندليش1ايزوترم لانگموير

و ديگر معادلات مشابه  6كريگان-، كبله5، سيپس4پرازنيتز
داراي مباني و  هامدل. هريك از اين ]1[ شودمياستفاده 

باشند. لذا با برازش شدن هريك فرضيات مخصوص به خود مي
توان فرض كرد كه هاي تجربي، ميبر روي داده هامدلاز 

است و فرضيات  دادهرخهمان مباني  بر اساسفرايند جذب نيز 
كند. نيز صدق مي موردنظرحاكم بر ايزوترم در فرآيند جذب 

-مدل ايزوترم جذب لانگموير بر داده كهدرصورتيبراي نمونه 

توان گفت كه جذب برازش شود، مي خوبيبههاي آزمايشگاهي 
 برفرضمبناي اين مدل  چراكهتك لايه صورت گرفته است، 

، مدل جذب فروندليش طورهمينجذب تك لايه استوار است. 
هاي ر اين مدل بر دادهبوده و اگ چندلايهبر مبناي جذب 

اتفاق افتاده  چندلايهتوان گفت جذب تجربي برازش شود مي
  است. 

جذب لانگموير و فروندليش،  هايمدلبراي تعيين ثوابت 
را به معادلات خطي تبديل كرده و پارامترهاي  هاآن معمولاً

اين معادلات را با استفاده از روش حداقل مربعات خطا تعيين 
از  يكهيچست كه ا شدهديده. اما در اغلب موارد ]2[كنند مي

هاي تجربي (مدل لانگموير و فروندليش) بر داده هامدلاين 
و يا  شدهاصلاح هايمدلشوند لذا لاجرم بايد از برازش نمي

پرازنيتز، -پيترسون، رادكه- ردليش هايمدلمثل  يافتهتعميم
 درواقع هامدلكريگان استفاده كرد. اين -سيپس و كبله

ر و فروندليش هستند كه جذب تركيبي از دو مدل لانگموي
كنند. اما با توجه به را مدل مي چندلايهمختلط تك لايه و 

ماهيت غيرخطي و عبارت تواني كه در اين معادلات وجود 
را خطي سازي كرده و به تعيين پارامترها  هاآنتوان دارد نمي

مبادرت ورزيد. براي تعيين پارامترهاي اين  هاآنيا ثوابت 
مبتني بر سعي و  سازيبهينه هايروشمعادلات لازم است از 

                                                 
1Langmuir isotherm 
2 Freundlich 
3 Redlich‐Peterson 
4 Radke‐Prausnitz 
5 Sips 
6 Koble‐ Corrigan 

بوده و همواره مستلزم  برزمانخطا استفاده كرد كه 
، Matlab ،Maple افزارنرمخاص مثل  افزارهاينرم

Mathematica  و از طرف ديگر در اغلب موارد  استو غيره
اغلب  موردپسندكامپيوتري بوده و شايد  ويسينبرنامهنيازمند 

انجام  به دليلاين در برخي از مقالات  علاوه برنباشد.  نيمحقق
دقت پاييني براي اين  اشتباهبهنامناسب فرايند سعي و خطا، 

. تاكنون فقط وو ]3[است  شدهگزارشسه پارامتري  هايمدل
اي روشي جديد براي تعيين پارامترهاي در مقاله 7و همكاران

با توجه به  هاآن. ]3[اند كرده ارائهپيترسون -مدل ردليش
و منابع موجود، به اين نتيجه رسيدند كه پارامتر تواني مقالات 

پيترسون مقداري بين صفر و يك است. بنابراين -مدل ردليش
اند كه باز مبتني بر داده ارائهروشي براي تخمين پارامتر تواني 

  روش سعي و خطا بود. 
بنابراين در مقاله حاضر براي اولين بار روشي مستقيم و 

سعي و خطا جهت تعيين ثوابت انواع  بدون نياز به فرآيند
در اين روش، است.  شدهارائهغيرخطي سه پارامتري  هايمدل

آمده، و  به دستجذب  هايايزوترمنخست رابطه تفاضلي 
از روي عرض از  مستقيماً موردنظرسپس پارامتر تواني مدل 

شود. در ادامه با داشتن پارامتر اين رابطه تعيين مي مبدأ
 مبدأاز روي شيب و عرض از  ايزوترمتواني، ساير ضرايب اين 

آيد. مي به دستنمودار خطي تغييرات ظرفيت جذب و غلظت 
با كتكول آمين براي  شدهاصلاحسولفوني در ادامه جاذب پلي

و نتايج جذب براي ارزيابي  شدهساخته) VIجذب كروم (
  است. قرارگرفته مورداستفادهوش صحت و دقت اين ر

  
 بخش نظري -2

 جذب هايايزوترم -2-1

  مدل ايزوترم فروندليش -2-1-1
ميلادي توسط  1909اولين مدل تجربي در سال 
ي بين غلظت باقيمانده فروندليش ارائه شد. در اين مدل، رابطه

-زير تعريف مي صورتبهو ظرفيت جذب  شوندهجذبي ماده

  شود:
 )1(n

eCFkeq
/1

 

 
 برحسبظرفيت جذب تعادلي  eqدر اين رابطه 

)mg/gr ،(eC در محلول  حل شوندهي غلظت تعادلي ماده
) و (L/gr برحسبثابت جذب فروندليش  Fk)، mg/L( برحسب
  . استفاكتور شدت جذب  nبعد عدد بي

                                                 
7 Feng-Chin Wu 
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و  دئاليااي براي جذب غير ايزوترم فروندليش رابطه
تجربي قابليت استفاده  كند. اين مدلپذير عنوان ميبرگشت

با توزيع ناهمگن گرما و جذب بر سطح  براي جذب چندلايه
  . ]4[ناهمگن را دارد 

به  آن راتوان )، مي1با گرفتن لگاريتم از طرفين رابطه (
 )eCln(برحسب  )eqln(فرم خطي تبديل كرد و با ترسيم 

خط  مبدأشيب و عرض از را با توجه به  nو  Fkپارامترهاي 
  آورد: به دست) 2در رابطه ( شدهدادهمستقيم با معادله 

)ln()/1()ln()ln( CenFkeq  )2( 

  
  ايزوترم لانگموير مدل -2-1-2

در ايزوترم لانگموير جذب فقط در تعداد محدودي از 
افتد. در هر يك از اين هاي معين و همسان اتفاق ميسايت
هاي فعال، هيچ واكنش بعدي و هيچ ممانعت فضايي سايت

وجود ندارد. بنابراين ايزوترم  شوندهجذبميان جاذب و 
كه در آن  استلانگموير بر اساس جذب همگن يا يكنواخت 

سازي ثابت بوده هاي جاذب داراي آنتالپي و انرژي فعالمولكول
دهد. در در سطح جاذب رخ نمي شوندهجذبو هيچ جابجايي 

گيرد كه در قرار مي موردبررسياين مدل بخشي از سطح 
. ]5[قادر به جذب مولكول ديگري نباشد  هنگام اشباع تعادلي

 صورتبهتك لايه فرض شده و  صورتبهدر اين مدل، جذب 
  :]6[شود ي زير بيان ميرابطه

)3(  
eCLk

eCLk
qeq




1
max 

  توان آن را به فرم خطي زير نوشت:كه مي

)4(  eC
qLkqeq

eC

max

1

max

1
 

در محلول  حل شوندهي غلظت تعادلي ماده eCكه در آن 
به ترتيب ظرفيت تعادلي جذب و  maxqو  mg/L ،(eq( برحسب

باشند. مقدار ثابت ) ميmg/g( برحسبحداكثر ظرفيت جذب 
Lk  به سمت جاذب  حل شوندهدر اين روابط تمايل جزء

) است L/g( برحسبثابت توزيع و  Lkmaxq) و L/mg( برحسب
و  خطشيبو با توجه به  eC برحسب e/qeC. با رسم نمودار ]7[

- مي به دستآن، پارامترهاي ايزوترم لانگموير  مبدأعرض از 

پايين، اين مدل به يك مدل خطي  هايغلظتآيند. در 
  . ]8[كند و شبيه قانون هنري عمل مي شدهتبديل

  
  پيترسون -مدل ايزوترم ردليش - 2-1-3

پيترسون يك ايزوترم هيبريدي است  -ردليش ايزوترم
همزمان به  طوربهفروندليش و لانگموير را  كه هر دو مدل

كند. اين كشد و سه پارامتر را وارد معادله تجربي ميتصوير مي
وابستگي مستقيم خطي با غلظت بوده و داراي  معادله داراي

كه قادر است فرآيند  استيك تابع نمايي در مخرج كسر 
ها نشان دهد. اين جذب تعادلي را در محدوده وسيعي از غلظت

هاي خوب، در سيستم يريپذقيتطبمدل به دليل خاصيت 
 هايغلظتگيرد. در قرار مي مورداستفادههمگن و ناهمگن 

بالا  هايغلظتپايين، پاسخي شبيه مدل لانگموير داشته و در 
به شود. رابطه زير معادله نيز به پاسخ فروندليش نزديك مي

  :]5[آمده براي اين مدل است  دست

)5(  
eCRb

eCRbmq
eq




1
 

 mg/gr ،(eC( برحسبغلظت تعادلي  eqدر اين رابطه 
 برحسببه ترتيب  mq و Rb)، و mg/L( برحسبغلظت تعادلي 

)mL/mg و ()mL/g()mg/mL( ثوابت مدل ردليش- 
باشند. اين ثوابت تجربي بوده و داراي معناي پيترسون مي
باشند. در ادامه نشان داده خواهد شد كه پارامتر فيزيكي نمي

  كندتغيير مي ]0 و 1[ ي محدوددر بازه.  
  

  مدل ايزوترم سيپس -2-1-4
 هايايزوترمايزوترم سيپس نيز، ادغام روابط مربوط به 

بيني فرايندهاي فروندليش و لانگموير است كه براي پيش
افزايش غلظت  شود و محدوديتجذب ناهمگن بكار گرفته مي

در مدل فروندليش را ندارد. اين مدل در  شوندهجذب
 هايغلظتمدل فروندليش و در  شوندهجذبپايين  هايغلظت

بيني بالا، ظرفيت جذب تك لايه مدل ايزوترم لانگموير را پيش
كند. پارامترهاي اين مدل به كمك تغيير شرايط آزمايش مي

ي ي زير معادلهآيد. رابطهمي به دستمانند تغيير غلظت اوليه 
  :]5[ استآمده براي اين ايزوترم  به دست

)6(  
s

eCsa

s
eCsk

eq 






1
 

) mg/g( برحسبظرفيت جذب تعادلي  eqدر اين رابطه، 
 برحسب sk. است) g/mL( برحسبغلظت تعادلي  eCو 

)mg/gβsmL/mg) ،(sa برحسب βs)mL/mg و (sβ  نيز ثابت
مبتني بر  سازيبهينه. اين پارامترها، به روش استسيپس 

 شوند.سعي و خطا تعيين مي

شكل رياضي  ازنظركريگان هم -و كبله 8هيل هايمدل
از  هاآنباشند، با اين تفاوت كه در مشابه مدل سيپس مي

پارامترهاي ديگر و با مفاهيم ديگر براي نشان دادن فرآيند 
  است. شدهاستفادهجذب 

                                                 
8 Hill 
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  پرازنيتز-مدل ايزوترم رادكه - 2-1-5
  :]9[ شودميپرازنيتز با رابطه رياضي زير بيان - مدل رادكه

)7(  
1




R
eCRrRa

R
eCRrRa

eq 



 

-ثوابت مدل رادكه Rβو  Ra ،Rrكه در آن پارامترهاي 
باشند و به روش حداقل سازي ريشه متوسط پرازنيتز مي

با آيند. اين مدل مي به دست) 2خطاها و مقدار مربع كاي (
مدل كردن اغلب ، براي فردمنحصربهگي داشتن چندين ويژ

پايين به يك  هايغلظت. در استهاي جذب مناسب سيستم
بالا به ايزوترم فروندليش و در  هايغلظتمدل خطي و در 

. ]9[شود ، به ايزوترم لانگموير تبديل ميRβ  0 =حالت خاص، 
ها، بنابراين اين مدل با پوشش دادن بازه وسيعي از غلظت

  لانگموير و فروندليش برتري دارد. هايايزوترمنسبت به 
  

 هازوترمياتعيين پارامترهاي  -2-2

 هايمدلدر مقاله حاضر براي تعيين پارامترهاي 
مبتني بر  هايروشاستفاده از  يجابهغيرخطي سه پارامتري 

غلظت  برحسبهاي ظرفيت جذب سعي و خطا، ابتدا از معادله
پيترسون - شود. براي نمونه براي مدل ردليشمشتق گرفته مي

  توان نوشت:مي

 21

2

1 eCRb

eCRbmq

eCRb

Rbmq

edC

edq








 )8( 

با  eCRb1 يگذرا يجا) و با 5با استفاده از معادله (

عبارت 
eq

eCRbmq ) شود:) به شكل زير ساده مي8معادله  

eC

eq

RbmqedC

edq

eq

eC 
  1 )9( 

  به فرم زير نوشت: توانيماين معادله را 

eC

eq

RbmqeCd

eqd 
  1

)ln(

)ln(
 )10( 

)ln(/)ln(شود كه ديده مي طورهمان eCdeqd برحسب 

e
C

e
q همديگر  برحسب. بنابراين رسم اين دو استخطي  /

اين خط  مبدأبايد منجر به خط مستيم شود كه عرض از 
هاي را خواهد داد. با توجه به اينكه در عمل، داده -1مقدار 

اعداد گسسته هستند بجاي مشتق معمولي،  صورتبهتجربي 
  ) استفاده كرد. 11(معادله  9توان از فرم تفاضل محدودمي

12

12

xx

yy

dx

dy




 )11( 

                                                 
9 Finite difference 

توان از رابطه ها ميبنابراين در عمل براي رسم منحني
  زير استفاده كرد:

))(ln())1(ln(

))(ln())1(ln(

)ln(

)ln(

)ln(

)ln(

ieCieC

ieqieq

eC

eq

eCd

eqd









  )12( 

eqeC، اگر با تعيين شدن مقدار   برحسب /
eC  رسم

) حاصل خواهد شد كه 13شود يك خط مستقيم (معادله 
را  Rbmq/1آن مقدار  مبدأو عرض از  mq/1شيب آن مقدار 

 خواهند داد.

eC

mqRbmqeq

eC 11
 )13( 

مختلف غيرخطي  هايمدلديفرانسيل خطي سازي شده 
معادلات نمودارهايي كه براي تعيين پارامترهاي هر  به همراه

  است.  شدهارائه 1بايد رسم شوند در جدول  هامدليك از اين 
  

 بخش تجربي -3

 مواد و روش - 3-1

 BASF) از شركت Polysulfone, PSfسولفون (پلي
)، اسيد كلريك 7O2Cr2Kكرومات پتاسيم (آلمان تهيه شد. دي

)HClآميد (متيل فرم)، ديDimethyleformamide, DMF و (
) از Tris(hydroxymethyl)-aminomethaneبافر تريس (

شركت مرك آلمان تهيه شدند. منومر 
(Dihydroxyphenyl)ethylamineيا همان تركيب كتكول ،-

از شركت  DPA، با عنوان اختصاري (Catecholamine)آميني 
ليمر و آلدريچ آمريكا خريداري شد. ساختار شيميايي پ-سيگما

  است: شدهداده 1منومر در شكل 
  

  (راست). DPA(چپ) و  PSfساختار شيميايي  )1(شكل 
 

با تركيب  شدهاصلاحسولفون سنتز جاذب پلي -3-2
 آمينيكتكول

، محلول سولفونپليمري از جنس پلي فيلم جهت ساخت
وزني از  %84وزني از پليمر و  %16تركيب درصد  پليمري با

 به مدت) و Co 30-25و در دماي اتاق ( تهيه شد DMFحلال 
، آمده به دستزده شد. محلول شفاف و همگن  به همساعت  6

هاي ساعت در دماي اتاق قرار داده شد تا حباب 24 به مدت
موجود در آن خارج شوند. سپس اين مخلوط پليمري بر روي 

) كش لميفتخت ريخته شده و با اپليكاتور ( ايصفحه شيشه
 اي در ظرف حاوي آب بدون يون قالب شيشه صاف شد. سپس



  يتجرب جيآن با نتا يابيجذب و ارز يندهايفرا يزوترمهايا هاي ثابت ميمستق نييتع يبرا يروش هيارا
 

35 

  .هاآنبراي تعيين پارامترهاي  هاآنجذب و فرم ديفرانسيلي هريك از  هايمدل -1جدول 
 رسم

y برحسب x  براي
  تعيين ساير پارامترها

 رسم

y برحسب x  براي
  تعيين پارامتر تواني

ساير   فرم ديفرانسيلي
  پارامترها

پارامتر 
  ايزوترم  معادله  تواني

eqeC   برحسب /

eC  
 - eq

eCd

eqd
 1

)ln(

)ln(
  maxq  

Lk  
1  

eCLk

eCLk
qeq




1
max  Langmuir 

)ln( eqبرحسب  

)ln( eC  

)ln(/)ln( eCdeqd

  برحسب

eq ياeC  
n

eCd

eqd 1

)ln(

)ln(
  Fk  n 

n
eCFkeq

/1
  Freundlich  

eqeC   برحسب/

eC  

)ln(/)ln( eCdeqd

  برحسب

eCeq /  eC

eq

RbmqeCd

eqd 
  1

)ln(

)ln(

  
mq  
Rb  

  
eCRb

eCRbmq
eq




1
  Redlich-

Peterson  

e
qs

eC /
  
  برحسب

s
eC
  

)ln(/)ln( eCdeqd

  برحسب

eq  
qe

sk

ssa
s

eCd

eqd 
 

)ln(

)ln(
  s, ask  s  

s
eCsa

s
eCsk

eq 






1
  Sips  

e
qR

eC /
 برحسب  

1R
eC
  

)ln(/)ln( eCdeqd

  برحسب

eCeq /  

 
eC

eq

Ra

R
R

eCd

eqd 1

)ln(

)ln( 





  

Ra  
Rr  R  1




R
eCRrRa

R
eCRrRa

eq 


Radke-
Prausnitz 

  
شد تا فرايند لخته شدن فيلم صورت  فروبردهدر دماي اتاق 

ساعت در آب بدون  24، فيلم پليمري به مدت ازآنپسگيرد. 
يون نگهداري شد و در طي اين مدت چندين بار آب بدون 

مانده در حفرات فيلم باقي DMFيون تعويض شد تا حلال 
  پليمري، از آن خارج شود.

متر سانتي 150براي اصلاح سطح فيلم پليمري، حدود 
از  mg/mL 2ليتر محلول آبي حاوي ميلي 100مربع از آن در 

 HClمحلول با  pHاز بافر تريس ( pH 5/8در  DPAمنومر 
ور شد. در طي اين ساعت غوطه 24تنظيم شد) و به مدت 

م در تماس با اومد طوربهشده و  هم زده مدت، محلول به
بر سطح فيلم پليمري  DPAاكسيژن هوا قرار داده شد تا 

بيت شود. پس از اصلاح سطح، فيلم پليمري با آب بدون تث
براي انجام عمل جذب  بعدازآنيون شسته شده و در مرحله 

  ) استفاده شد.VIكروم (
  

 شدهاصلاح) با فيلم پليمري VIجذب كروم ( - 3-3

 محلول ابتدا جاذب، روي بر جذب فرآيند بررسي براي
 از مشخص مقدار از انحلال ppm  500غلظت با مادر كروم
 ساير. شد تهيه زهيوني يد آب در پتاسيم كروماتدي نمك

 ppmو  250، 100، 50، 10(شامل  شدهيبررس هايغلظت
 .شد تهيه  pH=3با  آب در مادر محلول سازيرقيق از )450

ور شده و مختلف غوطه هايغلظتجاذب در محلول كروم در 

برسد. زده شد تا فرايند جذب به تعادل  ساعت هم 24 به مدت
باقيمانده در محيط ) VΙ( كروم غلظت پس اتمام فرآيند جذب،

)eCاسپكتروفتومتر ( دستگاه ) باInstrument, -UV/Vis, PG

T80+( شد گيرياندازه نانومتر 350 موجطول در .  
  شد: تعيين زير رابطه از پليمري جاذب جذب ظرفيت

m

VeCC
eq




)0( )14( 

 حجم mg/g(، V( برحسب جذب ظرفيت eq آن در كه
 0Cو ) g( برحسب جاذب جرم m، )mL( برحسب كروم محلول

   .است ppmغلظت اوليه محلول كروم با واحد 
  

 يريگجهينتبحث و  -4

، هاجاذبكه اشاره شد براي مطالعه انواع  طورهمان
جهت تعيين مكانيسم و نوع جذب، تعيين مشخصات سطح 

فرآيند جذب و جداسازي، لازم است از  سازيبهينهجاذب، 
لانگموير،  هايمدلجذب مثل  هايمدلانواع مختلف 

-پرازنيتز، سيپس، كبله-پيترسون، رادكه- فروندليش، ردليش
كريگان و ديگر معادلات مشابه استفاده شود. در اين ميان، 

لانگموير و فروندليش كه دو پارامتري  هايمدل رازيغبه
 صورتبهسه پارامتري بوده و پارامتر سوم  هامدلهستند، ساير 

شود. در اين مقاله با تواني از غلظت جاذب در معادله ظاهر مي
جذب و رسم  هايمدلفرم ديفرانسيلي يا تفاضل محدود  ارائه
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معادلات در محورهاي مختصات كارتزين، روشي آسان و 
  است. شدهارائهكاربردي براي تعيين يا تخمين اين پارامترها 

در بالا و  شدهاشارهغيرخطي  هايمدلاز  يريگمشتقبا 
ساير پارامترها؛ معادلات  برحسبجايگذاري پارامتر تواني 

)ln(/)ln(مربوط به تغييرات شيب منحني  eCeq برحسب 
eCeq پارامتر تواني  درواقع كار نياشود. با حاصل مي eqيا  /
شود يك ضريب ثابت در معادله ديفرانسيل ظاهر مي صورتبه

آيد. مي به دستو با استفاده از روش برازش منحني مقدار آن 
بايست از در عمل براي استفاده از اين معادلات ديفرانسيلي مي

مشتق تفاضل محدود استفاده شود كه باعث بروز خطاي 
ابراين در اين روش، از روي اين شود. بنزيادي در محاسبات مي

معادلات و خط مستقيم رسم شده، فقط مقدار عددي عرض از 
به شيب منحني  چراكهگيرد. قرار مي مورداستفادهمعادله  مبدأ
استفاده از روش تفاضل محدود بجاي ديفرانسيل  دليل

، يليفرانسيد. همچنين در معادلات استمعمولي، داراي خطا 
از روي مقدار حدي  يراحتبهتوان مقدار پارامتر تواني را مي

جذب تخمين زد. براي نمونه براي  هايمدلفرم ديفرانسيلي 
  توان نوشت:پيترسون مي-معادله ردليش





1
)ln(

)ln(

eCeCd

eqd )15( 

هاي تجربي در يك محور مختصات اگر داده ديگرعبارتبه
زياد (در  هايغلظتلگاريتمي رسم شود، شيب منحني در 

  را خواهد داد.  -1قسمت انتهايي ايزوترم جذب) مقدار 
از  eq) با جايگذاري عبارت 10از طرف ديگر در معادله (

  توان نوشت:)، مي5معادله (





eCRbeCd

eqd




1
1

)ln(

)ln(
 )16( 

پايين و در حالت حدي به سمت واحد  هايغلظتكه در 
  كند:ميل مي

1

0
)ln(

)ln(


eCeCd

eqd )17( 

است  ايگونهبهبا توجه به اينكه ماهيت فرآيندهاي جذب 
غلظت روند افزايشي دارد،  برحسبكه نمودار ظرفيت جذب 

)ln(/)ln(مقدار  eCdeqd  همواره مثبت بوده و در بازه مثبت
توان نتيجه گرفت مقدار كند. بنابراين ميتغيير مي ]-1و  1[

  بين صفر و يك است. عددي 
  مقاله به شرح زير است: شدهارائهخلاصه، روش  طوربه

 برحسب ∆)eCln(∆/)eqln(نمودار  مبدأتعيين عرض از  -1
e/Ceq )اين نمودار مقدار پارامتر تواني  مبدأ عرض از

 دهد).جذب را مي ايزوترم

آمده از مرحله قبل  به دستمقدار پارامتر تواني  با داشتن -2
جذب، و سپس استفاده  ايزوترمو رسم نمودار فرم خطي 

اين خط، ساير پارامترهاي مدل  مبدأاز شيب و عرض از 
 آيند.مي به دستجذب 

  
 جذب هايمدلارزيابي فرم ديفرانسيلي  -4-1

 هاي تئوريداده بر اساسارزيابي  - 4-1-1

ارزيابي اوليه و صحت سنجي فرم ديفرانسيلي  منظوربه
در  شدهارائه، اعداد هاآني جذب در تعيين پارامترها هايمدل

و  eCبراي  شدهانتخاببا ازاي مقادير از پيش  2جدول 
پيترسون بوده است كه در آن مقادير -پارامترهاي مدل ردليش

eq  آمده، و سپس مقادير به دستاز روي معادله اين مدل eq ،
e/Ceq ،)eCln(/)eqln(  وCe/qe .محاسبه شدند  

براي  e/Ceqبرحسب  ∆)eCln(∆/)eqln(از رسم نمودار 
) و برازش خط mg/L 600تا  400بين  مثلاًزياد ( هايغلظت

حاصل شد. بر اساس  2مستقيم بر روي اين اعداد، شكل 
توان ضريب زياد با دقت بيشتر مي هايغلظت) در 15معادله (

  شود،ملاحظه مي 2كه در شكل طورهمان آورد. به دسترا 
)eCln(∆/)eqln(∆  برحسبe/Ceq  يك خط مستقيم با عرض از

) اين مقدار 10است، كه مطابق معادله ( 1401/0برابر  مبدأ
كه  است 8599/0برابر با  و درنتيجه مقدار  -1برابر است با 

) با خطاي نسبي حدود 2در جدول  86/0( شدهانتخاببه عدد 
  درصد بسيار نزديك است.  01/0
  

) و پارامترهاي مدل eCمقادير دلخواه براي غلظت تعادلي ( -2جدول
پيترسون - از روي معادله ردليش eqپيترسون. مقادير - ردليش

  .اندتوليدشده) 5(معادله 
 qm=100, bR=1/15, =0/86 

eC eq e/Ceq )eCln(∆/)eqln(∆ e/qeC 

10 24/123 3245/12 1920/0 0811/0 

50 88/167 3575/3 1590/0 2978/0 

100 44/187 8744/1 1519/0 5335/0 

150 34/199 3290/1 1488/0 7525/0 

200 06/208 0403/1 1471/0 9612/0 

250 01/215 8600/0 1460/0 1628/1 

300 80/220 7360/0 1452/0 3587/1 

350 80/225 6451/0 1446/0 5500/1 

400 20/230 5755/0 1441/0 7376/1 

450 14/234 5203/0 1437/0 9219/1 

500 72/237 4754/0 1434/0 1034/2 

550 99/240 4382/0 1432/0 2823/2 

600 01/244 4066/0   
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برحسب e/qeCتغييرات  )3(شكل   و برازش خط مستقيم. 2نقاط حاصل از جدول  ) 2( شكل
eC.و برازش خط مستقيم  

  
-براي تعيين ساير پارامترهاي معادله ردليشاينك 

از  بايد) 13با توجه به معادله (و  مقدار  با داشتن، پيترسون
برحسب e/qeCرسم منحني 

eC استفاده شود. اين منحني در
، مقدار شيب 3به شكل  با توجهآورده شده است.  3شكل 

 جهيدرنتاست.  0085/0آن  مبدأو عرض از  01/0منحني 
برابر  Rbو مقدار 100برابر است با  mq) مقدار 13طبق معادله (

   است.17/1
، نتايج حاصل از روش سعي و خطا (با 3در جدول 

 شدهارائه) با نتايج حاصل از روش Maple افزارنرماستفاده از 
  در اين مقاله مقايسه شده است.

براي پارامترهاي مدل  شدهانتخاببا مقايسه اعداد 
) و مقادير حاصل از 2در جدول  شدهدادهپيترسون (-ردليش

) ملاحظه شد كه تفاوت 3و 2برازش خطوط مستقيم (شكل 
توان به كمك روش چنداني بين اين دو روش وجود ندارد و مي

سعي و خطا،  هايروشبدون نياز به در اين مقاله و  شدهارائه
مقدار پارامتر تواني را تعيين  ژهيوبهمقادير اين پارامترها و 

  كرد. 
انتخاب يك حدس اوليه مناسب  كهييازآنجاهمچنين 

توان از نتايج براي روش سعي و خطا كار آساني نيست؛ مي
 درروشحدس اوليه  عنوانبهحاصل از روش فرم ديفرانسيلي 

سعي خطا استفاده كرده و خيلي سريع به پاسخ نهايي 
  .افتيدست

  
 هاي تجربيداده بر اساسارزيابي  -4-1-2

 هاي تجربيدر اين مقاله، از داده شدهارائهبراي ارزيابي روش 

eC  وeq ) در جذب كرومVIسولفوني ) بر روي جاذب پلي
استفاده شد. نتايج تجربي اين فرايند جذب  DPAبا  شدهاصلاح

پارامترهايتعيين است. اين نتايج براي شدهارائه 4در جدول 

 
   شدهجذب) VIتغييرات مقدار تعادلي كروم ( )4(شكل 

  برحسب غلظت تعادلي.
  

مقايسه نتايج حاصل از فرم ديفرانسيلي مدل جذب  - 3جدول 
  حاصل از روش سعي و خطا.) با نتايج 10پيترسون (معادله - ردليش

اعداد حاصل از روش 
  *سعي و خطا

اعداد حاصل از فرم 
  *ديفرانسيلي مدل جذب

اعداد 
  پارامتر  واقعي

%)0024/0 (9976/99  %)0 (0000/100  100 mq 

%)017/0 (1498/1  %)88/1 (1716/1  15/1  Rb  
%)011/0 (8599/0  %)011/0 (8599/0  86/0    

  دهند.خطاي نسبي را نسبت به اعداد واقعي نشان مي پرانتز* اعداد داخل 
  

-پيترسون، رادكه-ايزوترم جذب لانگموير، فروندليش، ردليش
 ستفادهاجذب،  هايمدلپرازنيتز، و سيپس به فرم ديفرانسيلي 

برحسب غلظت  شدهجذب) VIتعادلي كروم ( مقدار. شدند
  است.  شدهدادهنشان  4) در شكل 14با معادله ( eCتعادلي 

بر سطح  شدهجذبمقدار كروم  ،4شكل با توجه به 
نمايي برحسب غلظت كروم باقيمانده در  صورتبهجاذب 

خيلي زياد به  هايغلظتكند. اين تغييرات در محيط تغيير مي
  كند.سمت مقدار ثابت ميل مي
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سولفوني ) بر جاذب پليVIنتايج تجربي جذب كروم ( - 4جدول 
براي روش ايزوترم  ازيموردنو مقادير  نيدوپام يپلبا  شدهاصلاح

 جذب ديفرانسيلي.

eC eq e/Ceq )eCln(∆/)eqln(∆ e/qeC 

07/3 07/11 6086/3 3976/0 277/0 

94/31 10/28 8798/0 1599/0 137/1 

19/84 81/32 3897/0 1315/0 566/2 

47/217 17/37 1709/0 0874/0 851/5 

17/388 10/39 1007/0   

  
پيترسون - براي نمونه، محاسبات مربوط به مدل ردليش

(الف) و معادله 5در ادامه آورده شده است. با توجه به شكل 
 توجههمچنين با آمد.  به دست براي  9158/0) مقدار 10(

(ب) مقدار 5رسم شده در شكل  خطشيب) و 13به معادله (
mq  و مقدار  096/24برابرRb  آمد. به دست 277/0برابر  

اختلاف نتايج حاصل از روش فرم ديفرانسيلي با روش 
كه  طورهماناست.  شدهگزارش 5سعي و خطا در جدول 

شود، روش فرم ديفرانسيلي كمترين خطاي نسبي ملاحظه مي
اختلاف نتايج حاصل از دو روش تقسيم بر مقدار  صورتبه(

) را در تعيين 100حاصل از روش فرم ديفرانسيلي ضربدر 
  پارامتر تواني دارد. 

 5، مشابه شكل هامدلبراي تعيين پارامترهاي ساير 
رسم  هامدل(الف) و (ب)؛ نمودارهاي خطي براي هريك از 

است.  دهشگزارش 6خلاصه در جدول  صورتبهشده و نتايج 
مختلف، انحراف  هايمدلمقايسه  منظوربه 6در جدول 

  ) محاسبه شد:18از فرمول ( )eq(%استاندارد نرمال شده 
  

1

2
]

.exp,
)

.,.exp,
([

100%






p

e
q

cale
q

e
q

eq
)18( 

مقدار تجربي  e,exp.qتعداد نقاط تجربي،  pكه در آن 
ظرفيت جذب از  شدهمحاسبهمقدار  e,cal.qظرفيت جذب و 

  است. موردنظرروي مدل 
 eq%شود، مقدار مشاهده مي 6كه در جدول  طورهمان

لانگموير و فروندليش خيلي بيشتر از ساير  هايمدلبراي 
در تعيين پارامترهاي  eq%، مقدار نيبنيدرااست.  هامدل

 2/0برابر  تقريباًبا روش سعي و خطا،  پرازنيتز-رادكهمدل 
درصد است.  3/0برابر  تقريباًدرصد و با روش فرم ديفرانسيلي 

بسيار  پرازنيتز-رادكهمقدار انحراف استاندار مدل  كهازآنجا
مدل مناسب  عنوانبه ايزوترمهاست، اين كمتر از ساير مدل

  ) انتخاب شد.VIهاي فرايند جذب كروم (براي بيان داده

 

و  شدهاصلاحجاذب  بر ) VI(نتايج تجربي جذب كروم  )5(شكل 
  13و (ب) معادله  10(الف) معادله  بر اساسنمودارهاي برازش شده 

  
مقايسه مقادير پارامترهاي حاصل از روش ديفرانسيلي با  - 5جدول 

  پيتروسون.-روش سعي و خطا براي  مدل جذب ردليش
درصد خطاي 

نسبي دو 
  روش

اعداد حاصل از فرم 
ديفرانسيلي مدل 

  جذب

اعداد حاصل از 
  رامترپا  روش سعي و خطا

07/3  0964/24  8371/24  mq 

51/11  2779/0  2459/0  Rb  

53/0  9130/0  9207/0    

 

 بنديجمع -5
 جذبايزوترم  هايمدلديفرانسيلي  فرمدر اين مقاله 
جذب  هايمدلشد. فرم ديفرانسيلي  ارائهفرايندهاي ناپيوسته 

تابعي از غلظت، ظرفيت جذب و يا  صورتبهمورد  برحسب
خطوط  مبدأنسبتي از اين دو رسم شد. از روي عرض از 

مستقيم رسم شده، مقدار ثابت تواني مدل تعيين شد. در ادامه 
به شيب و  با توجه موردنظرمقادير ساير پارامترهاي مدل 

جذب تعيين  هايمدلي فرم خطي سازي شده مبدأعرض از 
  با اين روش براي  شدهتعيينهاي شدند. مقايسه پارامتر

) بر روي جاذب VIهاي تجربي حاصل از جذب كروم (داده
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  ).VIمختلف با روش سعي و خطا و روش فرم ديفرانسيلي در فرآيند جذب كروم ( هايمدلمقايسه نتايج حاصل براي پارامترهاي  - 6جدول 
  روش سعي و خطا  روش ديفرانسيلي

  ايزوترم
%eq   پارامتر تواني  پارامترهاساير %eq پارامتر تواني  ساير پارامترها  

5731/8 
1606/40  

0727/0  
maxq  

Lk  
 - - 5986/4  3658/38 

1035/0  
maxq  

Lk  
 -  - Langmuir 

8514/9 3567/9  Fk  2841/0 n 4472/10  2252/12  Fk  2051/0 n Freundlich  

5794/1  0964/24  
2779/0  

mq  
Rb  

9158/0   2340/0  8371/24 

2459/0  
mq 
Rb  

9207/0    
 

Redlich-Peterson  

4428/3  2081/9  
1887/0  

sk  
sa  

5234/0  s  6926/0  9056/6 
1628/0  

sk 
sa  

704/0  s  
Sips  

3072/0  1805/6  
2131/24  

Ra  
Rr  

0842/0  R  2334/0  1085/6 
8371/24  

Ra 
Rr  

0792/0  R  Radke-Prausnitz 

  
آميني، نشان داد شده با تركيب كتكولاصلاحسولفون پلي

هاي جذب در عين سادگي كه استفاده از فرم ديفرانسيلي مدل
كارگيري، تطابق بسيار خوبي با نتايج حاصل از و راحتي به

 روش مرسوم سعي و خطا دارد.

  
 تقدير و تشكر

هاي مهندس ثمين حبيبي كه در تهيه داده خانماز 
كمال تشكر و قدرداني به عمل آزمايشگاهي كمك نمودند 

  آيد.مي
  

  علائم اختصاري و نمادها
  علائم انگليسي

Ra ثابت مدلRadke-Prausnitz )mL/g(  
sa ثابت مدلSips s)mL/mg(  
Rb ثابت مدلPeterson-Redlich )mL/mg(  
eC  شوندهجذبغلظت تعادلي )mg/mL(  
Fk ثابت مدلFreundlich 1/n)mg/mL(  
Lk ثابت مدلLangmuir )mg/mL(  
sk ثابت مدلSips s)mL/mg((mg/g) 

n ثابت تواني مدلFreundlich )-( 

eq  شدهجذبمقدار تعادلي ماده )mg/g(  
mq ثابت مدلPeterson-Redlich )mL/g()mg/mL(  

maxq ثابت مدلLangmuir )mg/g(  
Rrابت مدل ثPrausnitz-Radke 1-)mL/mg)(mL/g(  

%eq) درصد انحراف استاندارد نرمال شده-(  
 
 

  علائم يوناني
  پارامتر تواني مدلRadke-Prausnitz )-(  
  پارامتر تواني مدلSips  وRadke-Prausnitz )-( 

  زيروندها
e حالت تعادلي  
i هاشمارنده نقاط جدول داده  
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ABSTRACT 

 

ARTICLE INFO 

Adsorption behavior of most of the batch mode adsorption 
processes are defined by non-linear isotherms models such as 
Redlich-Peterson, Radke-Prausnitz, Sips, Koble–Corrigan- 
model, etc. To determine the isotherms’ parameters of this 
type of adsorption models, a trial and error based optimization 
methods are inevitable which are time consuming as usually 
are sensitive to the chosen first guess. Therefore, in the 
present paper an explicit method with no need to trial and 
error for the determination of the non-linear adsorption 
models’ parameters was presented. In this approach, first the 
differential form of the adsorption isotherm is achieved and 
then the exponential parameter is determined through the 
intercept of this equation.  Having the exponential parameter 
in hand, the other constants of the isotherm are obtained from 
the slope and intercept of the linear plot of the concentration 
and the adsorption capacity. To validate the method, 
catecholamine modified polysulfone was synthesized for the 
adsorption of chromium (VI), and different adsorption models 
were fitted to the resultant data. In the exponential parameter 
determination, in comparison with the trial and error method, 
the relative error was less than one percent. 
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